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ABSTRACT: The following work considers that the characteristic poly-
nomial of a square matrix of order n is defined in relation to the square
matrix In, this observation allows us to expand the notion of the char-
acteristic polynomial of a matrix A in relation to another square matrix
of the same order with A, the polynomial coefficients being sums of
mixed determinants. This polynomial allows for a generalization of the
Cayley-Hamilton relation for two matrixes A and B that commute and
afterwards form the necessary and adequate conditions for the form-
ing of two homogenous and invertible matrixes of grade p of the two
matrixes A and B. Interesting to note is also an intermediary result, the
lemma of the two polynomial matrixes, that can lead to the generating
of new mathematical identities.
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Fie (K, +-)(K,+7) un corp comutativ, AB E M, (K)A,B € M,(K)
matrice patratice de ordinul ™= 2 (n,naturalin = 2 (n,natural) o,
elemente din corpul K, atunci (M (K), +-) (M5 (K, +,7) este inelul
matricelor cu elemente din corpul KK unde adunarea si inmultirea matri-
celor sunt preluate din adunarea si inmultirea de pe corpul £.K.

Definim polinomul fap=det(A —XB)fyp =det(4d —XB) , find
polinomul caracteristic al matricei 44 in raport cu matricea BB, in expre-
sia polinomului caracteristic fa.8 fas vom folosi calculul cu determinanti
micsti, astfel:

(*)fag =det(d —XB) =detA—d5_, 5 - X +di 5 - X2+ 4 (-1)*-ds_ 5 - X+
+(—1)*(detB) - X", +(—1)"(detB) - X", ynde 4a_.5d2 .5 repre-
zinti suma tuturor determinantilor micsti cu m — k% —k linii din

T k]
matricea 44 si kk linii din matricea BB (sunt CieCe astfel de determinanti).
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Observam cd si coeficientul lui £ X™, respectiv termenul liber, pot fi vazuti
tot ca niste determinanti micsti.

Pentrul = RK = Rsau K = CK = Cgi matricea BB — inversabili, poli-
nomul caracteristic al matricei 4 4 in raport cu BF are gradul egal cu 7 si
ridicinile acestui polinom sunt: X1, X2,X3,"*, Xn € Cxy,x9,x3,,x, EC
satisfac relatiile lui Viete.

d‘:‘. ﬂBi
Xyt X+ xgt - -tx,=—"——
1 2 3 n dath
d‘i ﬂB:'.
Ao T XX+ X, %, = e
o ¥ _ detd
(V1) VPP ™ gaep
d‘:‘. ?'lB!.
Xyt Xgtxgt o dxy,=———
1 i 3 n dath
df;. ﬂE'J.
XXz FXqxg+ -+ x,- = e
1%z T X1Xg n—1%n et
Jopp ¥ __datd
1M1 ™ R , iar daci detB = 0,

detB = 0, atunci acest polinom are gradul mai mic decat "7 i
relatiile (V1) se adapteazd corespunzator, in aceasta situatie, presu-
punand gradul (fas) =pP(far) =P, vom consideraP Z 1P = 1

in continuare, vom presupune A,B € M,(C)
AB e M,(C) cu AB=FBAAF =EA si
fap = det(d —XB) == detd—d?_ B . X + -+ (—1)™(detB)X™,

fap =det(d —XB) == detA—dj_, ] - X+ + (—1)"(detB)X™, |, de

BB este matrice inversabild, dar:
det(4 — XB) = det((AB~1 — XI,,)B) = (detB) - det(AB~1 — X1,,),
det(4 — XB) = det((4B~1— X1,)B) = (detB) - det(AB~1 - XI,), 4 .

unde rezulta ca:

fas = (detB) - fag—y, fas = (detB) “fag1s, . aicifAE"‘,ﬁanE'i,ﬁn
reprezinti polinomul caracteristic al matricei 4B~ AB™%, adici:

Polinomul caracteristic al matricei 44 in raport cu matricea BB —
inversabild, se exprima cu ajutorul polinomului caracteristic al matricei
ABT'AB 'y raport cu Iali ceea ce inseamni i teorema Cayley-Hamilton
(orice matrice este solutie a propriului polinom caracteristic) are loc si in
cazul polinomului caracteristic al matricei 44 in raport cu 8-B- Folosind
(1) si relatia de definitie a polinomului caracteristic al matricei 44 in raport
cu BB obtinem:
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(detA)l, —d2_ B(AB~D) +d2 B(AB~1)2 + -+ (—1)»1.d2 B (4B~ 1" 1+
+(- 1}”(det5}{ﬂ3 ) e
(detA), —d2_, B(4B™) +4d2. ”(AB O LR G ) Lantl A :1: ) L
+(-1)"(detB)(4B71)" = 0,
Aceasta relatie, dupa ce o inmultim cu B"B™ devine:

( C H )
(detA)B™ — (d2_, 5)AB™ 1+ (d2_, 8 B)A2Bn-2 4 .. -+ (=1 (detE}A”‘— i

(detA)B™ — (d2_, 5YAB™ 1+ (d2_, B)AB™" 2 + ...+ (—1)"(detB)A™ =
aici am folosit: AB = BAAB = BA si considerdm ca sunt motive sd numim
relatia anterioara: relatia Cayley-Hamilton pentru matricele 44 si BB care
comuta.

Pentru It = 21 = 2 i relatia (C-H), obtinem:

(detA)B? — (d{ 35 )AB + (detB)A? =

AR A
(detA)B? — (dy{)AB + (detB)A* =0 oricare ar fi matricele
A,B € M3(D)A,B € M3(C) .y AB = BAAB = BA iy relatia (2) folosim
(C-H) pentru 44 si pentru BB atunci obtinem:

(d45)AB = (trA)(detB)A + (trB)(detA)B — 2(detA)(detB)- I,
(d1 §)AB = (trA)(detB)A + (trB)(detA)B — 2(detA)(detB) - I | nde

A,B € M;(C)A,B € M3(C) .y, AB=BAAB=BA pentry n =3
1 = 3 in relatia (C-H), obtinem:

(detA)B® —d4 7 -AB? +d4 7 - A’B— (detB)A® = 03,V
(detA)B® —d4 7 -AB?+ d4 % - A’B— (detB)A* = 0;,¥ A,B € M3(C)
AB € M3(C) CuAB = BAAB =EBA

In relatia (4), folosim C-H pentru matricea 44 si pentru BB, atunci

obtinem:
a4 5 A28 — (detB)(tra)A? — s(A)(detB)A = (d4 5)AB? — (detA)(trB)B? — —(det A)(s(B))B

d48 A28 — (detB)(trA)A% — s(A)(detB)A = (44 5)AB? — (detA)(trB)B® — —(det A)(s(B))B
vV YAB € M3(C)A,B € M3(C) .y AB = BAAB = BA unde s(X)s(X)

reprezintd suma minorilor diagonali de ordinul doi ai matricei XX
Pentru ™ = 41 = 4 in relatia (C-H), obtinem:

(detA)B*—d4 § -AB*+ d45 -A?B*—d{ ¥ - A®B+ (detB)A* = 0,,

(detA)B*—d5 5 -AB*+ d5 5 -A’B*—df & 5 - A®B + (detB)A* = 0,,

oricare ar f 4B € M3(D)A,B € My(C) oy AB = BAAB = BA
Observatie: Pentru relatiile (2);(3);(4);(5) si (6), avem motive sa le

numim relatii Cayley-Hamilton pentru matricele 44 si BB care comuta.
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Inspirati de aceste ultime formule, definim:

©)

AP +q AP . B +a, AP B+ o+ @ APTF B et a, 1 AY-BP 1 4 a, - BP
AP+ AP"1. B +aAP72. B2 + -+ @ AP ¥ . B¥ + -+ @, 1A'-BP"1 t+a,- B?
ca fiind o formd omogena de gradul PP a matrice-
lor A4 i BB cy proprietatea AB=EBAAB = BA

in legatura cu (O) definim polinomul atasat formei omogene (O) ca
fiind polinomul:

( % * ) go(Z) = ZP +a, 2P 1+ a, 2P 2 + .t a, 42 +a,
g0(Z) = ZP + 0,277 + @, P 4 - 4 Ap-1Z + @p. aici am considerat

q, g, Ay E Ly, 09,0, EC . 24,25, 2,74, 29, ,Z < 1% e
1, Q2,7 Ap 2etha: " g gi “Lr S2afpfle 271 %p qunt ridicinile

lui f080 care satisfac relatiile:
ZtEz et =—ay

2123+ 223 + -+ 2y 42

p = &2

(V2) \ZZ2Z3°2p = (-1)?a,
Btz teetz, =y
2429+ Z4Zq + -+ Zp1Zp =0y

22323 2, = (—1)Pa,

In aceasti situatie, forma omogena (O) se poate rescrie:

©)
AP + @ AP 1.B +-+a, 4A-BP 1+ a,-B? = (A— Z;B)(A— Z;B) (A — Z,B)
AP+ APL. B+ .ta, 1A-BF 1+ a,-BP = (A—Z,;B)(A—Z,B) (A —Z,B)
si atunci:
det(A? + 0, APV - B+ -+ a,,A-B? ' +a,-B?) = det((A— Z,B)-(A—2Z,B)(A—
Z E}} =[P, det (A— Z,.B)

det(AP + AP1- B+ +a,4A-B* 1 +q, - B?) = det({A ~7,B)-(A-Z,B) (A~
Z, B}) =[T_ det (A- Z,B)

, am obtinut:

det(AP + a, APV B+ +a, 1A-BP 1 +a,-B7) =1L _, fas(Z2),
det(AP + AP 1. B+ +a, 1A-BP 1 +a,-B?) =IIL_, fas(Zy),
unde fasfas este polinomul caracteristic al matricei AA in raport cu B
B iar Zx(k= 1, m)Zi (k= 1,m) qunt radicinile polinomului atasat formei
(O), definit in (**).
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In continuare, vom da si o altd formi pentru determinantul din for-
mula (7), dar pentru aceasta avem nevoie de un rezultat intermediar, pe
care il prezentdm acum:

Lema celor doua polinoame

Daci polinoamele ff §i 89 cu coeficienti complecsi sunt:

f = ﬂ'po + ﬂ--p—j_Xp_l b e ﬂ-j_X‘l‘ ag
f=a,XP +a, 1 XPF 1+ +a;X+a,
$ i g=bpZ"+b, 17" 4.+ b7 + by
§=bnZ" + by Z" M+ 0 Z+by cy  radicinile XX ¥a

¥ XairTaky respectjvzljzzj“ +ZnZ1, 22, I atunci:

(Ba)? - Ii=y f(zi) = (—1)7P- (2, )™ IT; =, 9 ()
(b,)P - IT; 1f(3k} =11 e (ﬂ'p}ﬂ mzig(xh}’ unde pP.neEN*
p,n € HN*

Demonstratie. Folosindu-ne de radacinile lor exprimam:

fiX)=a '[X x ) (X —x5)- (X x ]

9(Z2) = b (Z— 2 )(Z —z5)~ (Z — z)
9(Z) = bp(Z— 2 )(Z — 22) (Z — 2), acum:

f(z) =a,(z—x,)(z —x3)-(z — xp:]

flz) = ﬂ‘p(zﬂ —x1)(z; _xz}"'(ZE o xp}

f(z2) = ap(zn — )z — x3) (20— xp)
f(z.) = a,(z, — 2y )z, — x3) - (zn— xpj]’
inmultim, membru cu membru:

1f(2k) (%) [(zy —x3)(zp —x9) - (2, — 24)]- (7 — 22020 — x2) -+ (2, — x5)] -

[(21 p:}(zz :-'J} (Z x?,:}] = (ap)n' (=17 [y — 2y — 25) - (x1 z)] - (=)™
[y —z)0xq — 220 (g — 2, )] - (107 [(a — 29 ) (g — 22) - (g — zﬂ}] = (=1

[ —20) (= 22) = (35— 3,)] = ()" () e 222, 89 o

k:j_f(zk} (p} [(21 xl)(z _xl) (Zn xl}] [(21 xz}(zz xz) (Zn x:)]
[(zl—x}.,}(zz p) (n -p]]__ (ﬂp} (=)™ [y — 2)0xq —25) -+ (g — 2,)] - (1) -
[y — 20y —25) - (e — 2)] - (D [(g — 7 )y — 25) oo (g — 2 )] - oo (1)
[(xp_zlj(xp_zz}"'(xp_zp]] ( *p] ( 1)?3;;_@_&} """ Efxp

by

aceste MMNegalitati le

si de aici rezultd egalitatea din lema, am presupus cele doud polinoame de
grade PiP: respectiv 17,



404 | Petru ROTARU

Acum putem da si o altd formuld pentru determinantul formei omo-
gene (O) unde vom folosi lema celor doud polinoame, aplicatd polinoamelor
fasfar si 9o o astfel
det (AP +a, - AP"1. B+ay- A772. B2 + -+ a,- BP) = [, fua(Z,) = (-1 "2((-1)"-
detB)?- [In=, g(xp)
det (47 + al AP LB oy AV B4 etay-B7) = [P, fus(Z) = (~1) (-1
detB)P- [T7-, g(xy)

adica:

det(4” +a,-AP"1-B+a,-AP"2. B2 + - +a,-B?) = (detB)? - ng(xh}
R=1

Formulele (7) si (8) demonstreaza urmadtoarele afirmatii:

Matricea (O) este singulara daca si numai daca polinoamele Jas fas
(polinomul caracteristic al matricei 44 in raport cu B5) si §odo (poli-
nomul atasat formei omogene (O) a matricelor 44 si BE), au cel putin o
radidcind comuna.

Matricea (O) este nesingulard daca si numai daca polinoamele fasfas
si 9080 sunt prime intre ele.

Facem observatia cd in formula (8) am presupus matricea BB inversa-
bild, iar daci detB = 0detB =0 atunci fasfas are gradul mai mic decat
nn si detBdetB se inlocuieste cu coeficientul termenilor din fasfas care
ne dd gradul polinomului (coeficientul dominant al polinomului).

In continuare observim cateva proprietdti pentru valorile proprii
ale matricei 44 in raport cu BB, adic pentru ridicinile ¥1,X¥2,:%3, ", Xn
X1,%2:X3,"*, %n ale polinomului caracteristic al matricei 44 in raport cu
matricea 55,

Dacé matricea 44 in raport cu BB are valorile proprii fxli=1n

O:hi=1,1m Seunci matricea A —€B,A—¢cB,unde € ECCEC, are ca

== Lnxy— El—lﬂmraportcuBB

valori proprii pe
Demonstratie: Luam %% valoare proprie a matricei AA'in raport cu B

B rezultici

det(d —xB) =0 det{d —xB) =0 d
0 = det(4 — xB) = det{d — (x — c)B — ¢B) = det((4—cB) — (x - .:.-}B}
0 = det(4 — xB) = det{d — (x — ¢)B — cB) = det((A—cB) — (x — ¢)B)

adica A — ¢BA — cB are ca valoare proprie pe ¥ — €X — € in raport cu 55,
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Daci X% este valoare proprie a matricei 44 in raport cu 5, atunci ¥
x? este valoare proprie a matricei APA? in raport cu 87,0 € N*B%,p € N*

Demonstratie: Avem det(4 — xB) = 0, det(A — xB) = 0, atunci:
det(AP — xPBP) = det{AP — (xB)P) = det(4 — xB) - det(AP 2 + xAP 2B + .. + xP~1. BF1) =
DJ

det(A? — xPBP) = det(4P — (xB)P) = det(4 — xB) - det(AP~1 + xAP 2B + ...+ xP71. BP~1) =
0,
de unde rezultd afirmatia.
Daci *X este valoare proprie a matricei 44 in raport cu 55, atunci ™7
%% este valoare proprie a matricei B?B¥ in raport cu 47,0 € N*.A%,p € N*.
Demonstratie: Avem det(4 —xB) = 0det(A —xB) =0 i atunci
det(BP — x P AP) = det(—x P (AP — xPBP)) = (—x~?)". det(4P — xPBP) = [,
det(B? — x P AP) = det(—xP(AP — xPBP)) = (—x~P)". det(4P — xPBPF) = [,

aici am folosit si (ii)

APLICATII
a.1. Matricea 4 € My (R)A € M, (R) _ inversabili are valorile proprii,
in raport cu ea insasi, egale cu 1

Solutie
det(4 — xA) = det((1 —x)A) = (1 —x)™- detA

det(d —xA) =det((1—x)4) = (1—x)"-detd & 4o  aic

X{=Xz=Xz3==Xxp=1xy=%2=x3="-=2,=1

a.2. Polinomul identic nul este polinom caracteristic al oricarei matrice
singulare 44 in raport cu ea insasi.

Solutie

Fie AA singulara, atunci
det(4 — x4) = det((1 —x)4) = (1 —x)" - detd = 0,
det(d —xA) =det((1 —x)A)=(1—x)"-detA=0, _gicx faa=0
faa=10

a3. Fie ABEM(BABEMR) ., AB=BAAB=BA
fA,B(X} = (ﬂ- _x}pJﬂ E EfA.B(X} = (ﬂ- _x}pJﬂ ER

Demonstrati ca det(4™ + B™) = (1 +a™)?,n,p € N*\{1}
det(4™ + B") = (1 + a™)P,n,p € N*\{1}
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Solutie

Avem : ffw=ap_féap—lx+...+(_1}p.x*ﬂj
fap=0f — C;;a?’—lx 4+ et (—‘]_}P . xFJforma omogen (g}(o}: A" 4 Bn
A"+ B"™ are polinomul caracteristic atasat o = If+1ge=2"+1
atunci det(4™+ B") =det(4™+ B") = (g)= (detB)?- [T;=; 90 (xn),
:(dEtB}p'Hizlgﬂ(xh}idar Ip=0a, h:rpxh:a E h:rp iar
detB = 1detB =1 jcestea rezulti usor din definitia lui fasfas si
forma fas =@ —2)Pfap =(a —x)? peci det(A™+ B") = (1 +a™)*?
det(A™ + B™) = (1 + a™)?

a.4. Fie ABEM(RABEM(R) ., AB=BAAB=BA
faz(X) = (@ —x)P71(b—x) foe(X) = (a — 2P (b—x) unde
abeER a+ babeRa+x b

Demonstrati ci det{(A®+ B®) = (1 +b™)(1 +a™)P ,n,p € Hx\{1).
det(4™ + B™) = (1 + b™)(1 + a®)P~1,n,p € N*\[1).

Solutie

Avem fag=a?Pl-b+--+(—1)7- xP,
fag=aP™t b+t (1P 2P, de aici si din definitia lui fapfar rezultd
ca detb = 1,detB = 1, iar forma omogend (O): A" + B" A™ + B are poli-
nomul atasat Jo = £" +1g90 = Z" + 1 gj atunci

det(A™ + B™) = det(A™ + B™) = ( 3 )
= (detB)™ - T, g(xn) = (1 + @™ +a™) - (1 +a™) (1 + b™) = (1 + a®)P~L- (1 + b™)
= (detB)"- T, g(xn) = (1 + a1 +a) (1 +a™) (1+ b™) = (L + @™ L (1 + b7)

a5. Fie AFBE MF(E}H,B S Mp(]ﬂ} cu AB=BAAB=BA i
fa.5(X) = det(4 — xB) fy g (X) = det(4 — xB) Daci fas(X) =0,
fap(X) =0,

are radacinile atunci:

det(4™ + B") = (detB)™- (1 +x7) - (1 +x3) - - (1 +x7)

Solutie

Forma omogend (0): A"+B"A"+B"™ are polino-
mul atasat Q‘E(Z}: I"+1ge(Z)=Z"+1 si atunci

X1, X2,X3,, X € Cxqg, x9,%3,-, %, €,

det(an + ) = (derB)™- | [(1+xp
h=1
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a.6. . Fie ABeEM;RABEM;R) ,5tfel incat
AB = BA, detB = 0,det(4 + B) = 3,det(4 — B) = det(42+ B2) = 1.
AB = BA, detB = 0,det(4 + B) = 3,det(4d — B) = det(42+ B?) = 1.
Sx se calculeze Qet(A201% 4 B2014) det(42014 4 F2014)

Aceasta este problema 26882 din G.M.2-2014. Din datele proble-
mei, vom afla polinomul caracteristic al matricei BB in raport cu AA apoi
vom considera forma omogeni (0): A" +B"A" +B" ¢y §o =Z" +1
90 =Z" +1 pentru ca si calculdm det(A™ + B")det(4™ + B™),

foa =det(B —xA) = detB — xdZ % + x2d? 5 — x3detA =

= —(detA)x*+d75 -x? —dfd-x

Din det(B+A4)=1, det(B+4)=1, rezult}
detB +df 4 + dfS + detA = 1detB +dJ¢ + df4 + detA =1

Din det(A —B) =1det(d—B) =1 rezulty —det(B—-A4)=1
—det(B—4) =14 apoi—det5+dff—df§+dem=1,
—detB + dff T dlﬁ? +detA=1 5y din acestea doui: df? = 1‘11{3? =1
5i detA + df4 = 2detA+d374 =2

Acum din det(A? + B%) = 1det(A®+ B%) =1 avem
det(B + Ai) det(B — Ai) = 1,det(B + Ai)det(B — Ai) = 1, care se duce la

dE4 + (d54 —detd) =1 dB4 + (d24 —detd) =1 si
detd = 1; dB¢ = 1. 488 = Adefd'=1; 0l = 1; dZ8 — 1

foa=—X*+ X —Xfgy = —X°+ X7 ~— X curidicinile ¥1 = 0x; = 0
si *23*2.3 ridicinile ecuatiei x—x+1=0*-x+1=0

Atunci (0): A" + B"A" + B" are go(2)=z"+1go(Z)=2z" +1 si

avem:

det(4” + B™) = (detA)"TT3_, go () = (1) ™ go (o) - go (o) - go () = (L + 231+ x5) =
1+l +al +(xp)m =2+ xF+x5 =

det(4™ + B") = (detA)" 3=, 9o (k) = ()™ go () - 9o () - goira) = (1 +x3)(1 +23) =
T4Hap+ag + ()" =247 +25 =

obtinem:
adica

4n = 6k 4n = 6k
3n—6k+1 |[3n=6k+1
Ln=6k+2 |in=6k+?2

=lo,n=6k+3"" |0,n=6k+3’ xptag=1 (xp+xz=1
Ln=6k+4 |Ln=6k+4 X1¥p =1 x1%p =1
3n=6k+5 \3n=6k+5 amfolosit: \*¥3 =%3=—-1{xf=x}=-1
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tn particular, det(42014 4 B2014) — 1det(4201¢ 4 B2014) — 1
Observatie. Pentru aceastd problema, in conditiile ipotezei din
< < . - Mg 2

problemi se poate cere: si se demonstreze ci AB°= (4> +B?)B
AB? = (A + BB [at3 solutia pentru aceastd afirmatie:

A v e m
foa=det(B—XA)=detB—d35 - X +X*-df4 — (detA)X®* = —X3+ X2 - X
foa=det(B—XA)=detB —df4-X+X?-di4 — (detd)X®* = X3+ X2 —X

si folosindu-ne de relatia (C-H) Eentru BB g AA, adici de (4), obtinem:
(detB)A® —df 4 -BA? +d]% - B*A — (detA)B® = 0,

(detB)A®—dj 4 BA® +df5 - B*A—(detA)B® =05 adics
B® + BA® = B2AB® + BA® = B?A_,dic4

AB?=(A*+B%)B

Problema propusa

Fie A,B E M4(R) A,B € M4(R) cu

AB =PBA, detA=0;detB =1det(A+B) =4
AB=BA, detA=0;detB=1det(A+B)=4 4 det(42+B%) =0
det(AZ + B%) = 0.

Demonstrati ca:

A?(A?+ B?) = AB(A?+B?Y)

8, pentrun divizibilcu 4
det(A™ + B®) ={ 4, pentrunimpar
0, pentru n par nedivizibil cu 4

Solutie

Aflim coeficientii polinomului caracteristic al matricei 44 in raport
cu BE:
(detd; d3T; diF; di'f detd; d3T; di; di'f g detBdetB)
dEt(A'i‘B} = dEtA+d31+d:: +d13+d€t5 = d31+d22 + dlﬂ +1=4
dEt(A'i‘B} = dEtA+d31+d:: +d13+d€t5 = d31+d22 + dlﬂ +1=4
, apoi
det(42 + B2) = det(d + iB) det(d — iB) = (detA — idgy —ids; — idy 3 + 1)(detd —idy, —
tdy; —tdi3+1) = (1—dyz)?+ (day —dy3)?=0 =>
det(A? + B?) = det(4 +iB) det(d — iB) = (detA —idg, —idy, — idy 5 + 1)(detd —idy, —
idyy —idig+1) = (1-dyp)? + (dgy —dy4)*=0 =>

dyg =1ldzpz =1, dy3=dz1diz=ds1 § revenind in relatia



Polinomul caracteristic al unei matrice in raport cu altd matrice | 409

anterioard, obtinem: detA=0; d3; =1;d3;=1; dy3=1;detB =1
detA=0; dyy =15 dgs =1; dyg=1;detB =1
feal(X) =det(d — xB) = detA — xd31 + x%dy o —x3dy 3 + x*detB
fealX) =det(d— xB) = detA—xdzq + x%dy; —x3dy 3 + x“detﬁ,deci:
Foa(X) =X* —X34X2—X = (X2 - X)(X?+1)
faaX) =X X34+ X2 —X = (X2 - X)(X2+ 1)
X =0; x;=1; x34=Fix; =0; x;=1; x34 = Fi
Aplicim (C-H) pentru matricile 44 si BB, rezultd ABT'ABT?

este solutie a polinomului caracteristic al matricei 44 in raport
cu BE, rezulta (AB_1}4 i (35_1}3 & '[AB_l}z o '[AB_l} =04

(AB71)*—(AB™')* + (AB™1)? — (AB™") = 04 4i¢i inmultim cu B*B*
si obtinem: A% — A% + A2B? — AB® = 0,A* — A®B + A2B* — AB* = 0,
adica:

A2(A%+ B?) = AB(A? + B), A%(42 + B2) = AB(A2+ B?), repltan)

Pentru forma omogeni A" + B" A"+ B" conside-
ram polinomul atasat ED(Z}=ZW_+1§D(Z}=ZH+1
cu  ridicinile Zx€Lk=1nZ eCk=1n si atunci
det(A™ + B") = Tlj=y F(Zi) = [Th=1 90 (xn) =90 (0)- go(1)- go(D) - go(—1) = (0 + 1)(1 +

DE+ -+ D =21 +i"+ (" + 1) =22 +i"+ (- =
{8, pentrun divizibil cu 4

cu radacinile

4, pentrun impar

0, pentru n par,nedivizibil cu 4
det(A™ + B") = Ti=1 [(Zi) = [Th=190 (a) =90 (0)- go (1) - go(D) - go (1) = (0 + 1)(1 +
DEE+ -+ D) =21 +i"+ ()" + D =202 +i"+ (D)™ =

8, pentrun divizibil cu 4
{4, pentrun impar

0,pentrun par,nedivizibil cu 4
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