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ABSTRACT: This paper presents a method of introducing the theory about
the notion of volume in geometry. It also explains Cavalieri’s principle,
the deduction of volume function for some polyhedra.
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Problema compararii multimilor de puncte din spatiu face necesara
introducerea notiunii de volum. Se va defini o functie prin care anumi-
tor corpuri li se atageaza un numar real pozitiv, numit volumul corpurilor
respective. Functia volum se va defini pe multimea P, ale cdrei elemente
sunt poliedrele din spatiu. Este necesara introducerea unei unitati de
masurd. Un cub de latura 1 se numeste unitate de volum. O multime poli-
edrald care poate fi descompusa in n unitati de volum va avea volumul n.

Teorema 1. (de existentd a functiei volum). Existd o functie v: P —= R,
v: P — R, care verificd urmatoarele proprietati:

(1) Daci tetraedrele 7; si T, sunt congruente, atunci V(1}) = v(T});

(2) Dacd B si P, sunt multimi poliedrale cu interioarele disjuncte,
atunci V(£ U P) =v(R)+v(£);

(3) Daca U este o unitate de volum, atunci v(U) =1.

Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri). Fie | si P, doud multimi poli-
edrale si &, un plan. Daca pentru orice plan & ”0!0 , multimile @ N B si

o N P, au arii egale atunci V(P)=v(P).
In continuare plecand de la volumul cubului cu latura de 1 vom deduce
valorile functiei volum pentru anumite poliedre.

1. Daci P este un cub cu latura a atunci v(P) =a’ .
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Demonstatie.

Cazul 1. @ € Na & N. Cubul se descompune in 43 cuburi cu latura de 1.
Deci v(P)=a’-1=a’.

1
Cazul 2. 4= ; . Notam varfurile cubului cu ABCDEFGH. Pe semidrep-

tele (AB, (AD, (AE se iau punctele B, D, E’ astfel incat AB’=AD’=AE’=1si se
construeste cubul AB’'C’'D’E’F’'G’H’ cu volumul de 1. Se impart laturile cubu-
lui in n segmente congruente si prin punctele de diviziune se duc paralele

la laturile cubului forméandu-se astfel ;* cuburi congruente. Deoarece ori-

care din aceste cuburi au interioare disjuncte y (AB'CD’EFGH’) = nv(

1
ABCDEFGH). Dar y (ABCD’EFGH)=1, deci (ABCDEFGH) =— .
n

m
Cazul3. Dacd a=—, mnel*mnei*. Vom demonstra ca
n

3
m

V(ABCDEFGH) = 3 -Seimpart segmentele AB, AD, AE in m segmente
congruente si ducandu-se paralele la laturile cubului, prin punctele de divi-

1

ziune, se obtin z3 cuburi congruente cu latura de lungime 4 . Folosind

I m
proprietatea 2 si cazul anterior obtinem W(ABCDEFGH)=m’ — = —-
nwoon

Cazul 4. Daci a € B, — @%a € B, — @} atunci V(ABCDEFGH) = a’
Se rationeaza prin reducere la absurd. Sa presupunem ca
VABCDEFGH) =bsi p < 4°. Atunci b <a si exista un numar ratio-

nal r astfel incat Q/E < r < a.Vom construi acum cubul ABCDEFGH’
cu latura de lungime r si cu punctele B’ pe AB, C’ pe AC, D’ pe AD, E’
pe AE, F’ pe AF, G’ pe AG, H’ pe AH. Deoarece cubul ABCDEFGH este
reuniunea dintre cubul A'B’'C’D’E'F’'G’H’ si a altui poliedru atunci
VWABCDEFGH)>wWAB'C'D'E'F'G'H ") adicib>r’sau b >r,
contradictie. Analog se rationeaza si pentru b > a’.

Consecinta. Daca P = ABCDA’B’C’D’ este un paralelipiped dreptun-

2
ghic de dimensiuni AA’=a, AB=b, BC= % atunci V(P)=a’.
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Demonstratie. Se construieste un cub P’ de latura a, cu una din baze
situatd in planul (ABCD) si situat in acelasi semispatiu cu paraleipipedul
fatd de acest plan. Sectiunile paralelipipedului si cubului prin plane para-
lele cu planul (ABCD) sunt respectiv un dreptunghi si un patrat care au

. . . ) 2 . .. . . . . v
aceiasi arie (egald cu a”). Conform principiului lui Cavalieri cele doua

corpuri au acelasi volum. Deci v(P)= AA" AB-BC .
2. Teorema. Fie P o prisma cu aria bazei B si de indltime I; atunci

vol.prismei =B -1 .

Demonstratie. Se construieste paralelipipedul dreptunghic P’
=[ABCDA’B’C’D’] cu una dintre baze in planul prismei P, situat in acelasi
semispatiu cu P fatd de acest plan si avand dimensiunile: AA’=I, AB=x,

2 2 3
X X

BC= ] ,unde x =</B-I ; aria bazei lui P’ este egala cu™® 7 - 7
Sectiunile prismei P sia paralehplpedulul P’ prin plane paralele cu planul
bazei au arii egale cu B, deoarece sunt suprafete poligonale congruente cu

baza fiecirei prisme. Rezulti ci v(P') = x’ = B+ si conform principiului
lui Cavalieri v(P) =V (P") = B-I . in cazul particular al unui paralelipiped
dreptunghic P de dimensiuni a, b, c, v(P)=a-b-c.
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3. Teorema. Doud piramide triunghiulare cu bazele de arii egale si inal-
timile egale au volume egale.

Vv

Demonstratie. Fie piramidele P=[VABC] si P’=[V'A”B’C’], =(ABC),
’=(A’B’C’), S[ABC]=S[A’B’C’]=B si d(V, )=d(V’, *)=I In semispa-
tiul limitat de  si care sd contind punctul V se construieste piramida
P”=[V”A”B”C”] cubaza in planul si astfel incat P’=P”. Pentru piramidele
P si P” sunt verificate conditiile principiului lui Cavalieri. Cele doua pira-
mide au aceeiati indltime si ariile bazelor egale, deci aria sectiunii printr-un
plan paralel cu baza, la distanta I’ de varf este aceiasi in ambele piramide

2
1
siegaldcuB- (7} . Deci v(P)=v(P")=v(P").
4. Teorema. Volumul unei piramide triunghiulare P’=[VABC] de inal-

time I, baza [ABC] si B=S[ABC] este v(P) = %BJ .
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Demonstratie. Se completeaza piramida P la prisma P’=[ABCA’VC’]
construind A’, C’ in acelasi semispatiu cu V fatd de planul (ABC) si astfel

incat A4 '”BV”CC ,(44") = (BV)=(CC"). Prisma P’ se descompune in
tetraedrele: [VABC], [CA’VC’], [ACVA’]. Tetraedrele [VABC] si [CA’'VC’]
au baze congruente si indltimi egale deci au acelasi volum; la fel tetraedrele
[CAVB|=[VABC]si [CVAA’]=[ACVA’] au bazele[AVB|=[VAA’] si deoarece
au varful comun C au si aceeasi inaltime; deci v(P") = B -1 =3v(P) adica
v(P) = %B 1

5. Consecintd. Volumul piramidei P=[VA1A2...An] este

vol.piramidei =lB-[, unde B=S[A1A2...An] iar I este indltimea
piramidei.

Demonstratie. Cum orice suprafatd poate fi descompusa in supra-
fete triunghiulare descompunem supafata A1A2...An in suprafete
triunghiulare S1, S2,...,Sk. Implicit piramida P se poate descompune in
piramide triunghiulare cu interioare disjuncte si cu aceiasi inaltime. Deci

v(VA A,.. A):ﬂJrSI .M:(S1+S2+...+Sk)123.1
3 3 3 3 3 -

6. Teoremd. Volumul trunchiului de piramidi T =[4,4,...4,4,4,...4,]

este vol.tr. piramida = % -1(B+b++/B-b),undeleste indltimea trunchiu-
lui de piramid, iar B = S[4,4,...4, ]iar b= S[A4,...4,].

b=o[dA;... A)). V
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Demonstatie. Fie V varful piramidei P=[VA A ...A ] din care s-a obtinut
trunchiul T si piramida

P’=[ VAA,...A,], x fiind iniltimea piramidei P’ Atunci P=T U P'

si V(T)=v(P)—v(P"). Dar v(P)=§B(I+x),V(P')=§B-x; 2:( al )

B x+17
de unde rezulta ci x :I(b;— “bBb

W(T) :%(BHBx—bx) :%[Bl+x(B—b)] =%[BI+1(b+JE)] :%I(B+b+x/ﬁ)

. Inlocuind expresia lui x se obtine:

fn continuare plecand de la volumul tetraedrului vom deduce valorile
functiei volum pentru anumite poliedre.

Presupunem cunoscut volumul tetraedrului vol tetraedru = ﬂ, unde
B este aria bazei iar I este indltimea tetraedrului.

1. Teorema. Fie P o prisma triunghiulara cu aria bazei B si de inaltime
I; atunci vol.prismei =B -1 .

Demonstratie. Se descompune prisma P in trei tetraedre cu acelasi
volum: [A’ABC], [B’ABC], [CA’B'C’]

A B

Consecinta. Fie P o prisma oarecare cu aria bazei B si de indltime I;

atuncivol.prismei =B -1 .

Demonstratie. Se bazeaza pe faptul ca orice suprafata se poate des-
compune in suprafete triunghiulare, deci si o prisma oarecare se poate
descompune in prisme triunghiulare cu interioare disjuncte.
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Cunoscandu-se volumul prismei oarecare se deduce imediat volumul

paralelipipedului dreptunghic P de dimensiuni a, b, c:v(P)=a-b-c.
Cunoscandu-se volumul paralelipipedului se deduce volumul cubu-

lui de laturi a: vol.cub = a’, cubul fiind un paralelipiped dreptunghic cu
dimensiunile egale.
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