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ABSTRACT: This paper presents a method of introducing the theory about 
the notion of volume in geometry. It also explains Cavalieri’s principle, 
the deduction of volume function for some polyhedra.
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Problema comparării mulţimilor de puncte din spaţiu face necesară 
introducerea noţiunii de volum. Se va defini o funcţie prin care anumi‑
tor corpuri li se ataşează un număr real pozitiv, numit volumul corpurilor 
respective. Funcţia volum se va defini pe mulţimea Ρ , ale cărei elemente 
sunt poliedrele din spaţiu. Este necesară introducerea unei unităţi de 
măsură. Un cub de latură 1 se numeşte unitate de volum. O mulţime poli‑
edrală care poate fi descompusă în n unităţi de volum va avea volumul n.

Teorema 1. (de existenţă a funcţiei volum). Există o funcţie 
care verifică următoarele proprietăţi:

(1) Dacă tetraedrele 1T  şi 2T sunt congruente, atunci 1 2( ) ( );v T v T=

(2) Dacă 1P  şi 2P sunt mulţimi poliedrale cu interioarele disjuncte, 

atunci 1 2 1 2( ) ( ) ( );v P P v P v P∪ = +

(3) Dacă U este o unitate de volum, atunci ( ) 1v U = .

Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri). Fie 1P  şi 2P două mulţimi poli‑

edrale şi 0α  un plan. Dacă pentru orice plan 0α α , mulţimile 1Pα ∩  şi 

2Pα ∩ au arii egale atunci 1 2( ) ( )v P v P= .
În continuare plecând de la volumul cubului cu latura de 1 vom deduce 

valorile funcţiei volum pentru anumite poliedre. 

1. Dacă P este un cub cu latura a atunci 3( )v P a= . 

1	 Profesor de matematică la Colegiul Tehnic „Dimotrie Ghika”, Comăneşti, județul 
Bacău.
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Demonstaţie. 

Cazul 1. . Cubul se descompune în 3a cuburi cu latura de 1. 

Deci 3 3( ) 1v P a a= ⋅ = .

Cazul 2. 
1a
n

=  . Notăm vârfurile cubului cu ABCDEFGH. Pe semidrep‑
tele (AB, (AD, (AE se iau punctele B’, D’, E’ astfel încât AB’=AD’=AE’=1 şi se 
construeşte cubul AB’C’D’E’F’G’H’ cu volumul de 1. Se împart laturile cubu‑
lui în n segmente congruente şi prin punctele de diviziune se duc paralele 

la laturile cubului formându-se astfel 3n  cuburi congruente. Deoarece ori‑

care din aceste cuburi au interioare disjuncte v (AB’C’D’E’F’G’H’) 3 (n v= ⋅  

ABCDEFGH). Dar v (AB’C’D’E’F’G’H’)=1, deci 3

1( )v ABCDEFGH
n

= . 

Cazul3. Dacă 
ma
n

= , . Vom demonstra că 
3

3( ) mv ABCDEFGH
n

= . Se impart segmentele AB, AD, AE în m segmente 
congruente şi ducându-se paralele la laturile cubului, prin punctele de divi‑

ziune, se obţin 3m cuburi congruente cu latura de lungime 
1
n . Folosind 

proprietatea 2 şi cazul anterior obţinem 
3

3
3 3

1( ) mv ABCDEFGH m
n n

= = .

Cazul 4. Dacă  atunci 3( )v ABCDEFGH a=
. Se raţionează prin reducere la absurd. Să presupunem că 

( )v ABCDEFGH b= şi 3b a< . Atunci 3 b a< şi există un număr raţio‑

nal r astfel încât 3 b r a< < . Vom construi acum cubul AB’C’D’E’F’G’H’ 
cu latura de lungime r şi cu punctele B’ pe AB, C’ pe AC, D’ pe AD, E’ 
pe AE, F’ pe AF, G’ pe AG, H’ pe AH. Deoarece cubul ABCDEFGH este 
reuniunea dintre cubul A’B’C’D’E’F’G’H’ şi a altui poliedru atunci 

( ) ( ' ' ' ' ' ' ')v ABCDEFGH v AB C D E F G H> a d i c ă 3b r> s a u 3 b r> , 

contradicţie. Analog se raţionează şi pentru 3b a> .
Consecinţă. Dacă P = ABCDA’B’C’D’ este un paralelipiped dreptun‑

ghic de dimensiuni AA’=a, AB= b, BC=
2a

b
atunci 3( )v P a= .
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Demonstraţie. Se construieşte un cub P’ de latură a, cu una din baze 
situată în planul (ABCD) şi situat în acelaşi semispaţiu cu paraleipipedul 
faţă de acest plan. Secţiunile paralelipipedului şi cubului prin plane para‑
lele cu planul (ABCD) sunt respectiv un dreptunghi şi un pătrat care au 

aceiaşi arie (egală cu 2a ). Conform principiului lui Cavalieri cele două 

corpuri au acelaşi volum. Deci ( ) 'v P AA AB BC= ⋅ ⋅ . 
2. Teoremă. Fie P o prismă cu aria bazei B şi de înălţime I; atunci

.vol prismei B I= ⋅ .
Demonstraţie. Se construieşte paralelipipedul dreptunghic P’ 

=[ABCDA’B’C’D’] cu una dintre baze în planul prismei P, situat în acelaşi 
semispaţiu cu P faţă de acest plan şi având dimensiunile: AA’=I, AB=x, 

2xBC
I

= , unde 3x B I= ⋅ ; aria bazei lui P’ este egală cu

2 3x xx B
I I

⋅ = = . 
Secţiunile prismei P şi a paralelipipedului P’ prin plane paralele cu planul 
bazei au arii egale cu B, deoarece sunt suprafeţe poligonale congruente cu 

baza fiecărei prisme. Rezultă că 3( ')v P x B I= = ⋅ şi conform principiului 

lui Cavalieri ( ) ( ')v P V P B I= = ⋅ . În cazul particular al unui paralelipiped 

dreptunghic P de dimensiuni a, b, c, ( )v P a b c= ⋅ ⋅ .
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3. Teoremă. Două piramide triunghiulare cu bazele de arii egale şi înăl‑
ţimile egale au volume egale.

Demonstraţie. Fie piramidele P=[VABC] şi P’=[V’A”B’C’], α=(ABC), 
α’=(A’B’C’), S[ABC]=S[A’B’C’]=B şi d(V,α)=d(V’,α’)=I.  În semispa‑
ţiul limitat de α şi care să conţină punctul V se construieşte piramida 
P”=[V”A”B”C”] cu baza în planul α şi astfel încât P’=P”. Pentru piramidele 
P şi P” sunt verificate condiţiile principiului lui Cavalieri. Cele două pira‑
mide au aceeiaţi înălţime şi ariile bazelor egale, deci aria secţiunii printr-un 
plan paralel cu baza, la distanţa I’ de vârf este aceiaşi în ambele piramide 

şi egală cu
2'IB

I
 ⋅ 
 

. Deci ( ) ( ") ( ')v P v P v P= = .

4. Teoremă. Volumul unei piramide triunghiulare P’=[VABC] de înăl‑

ţime I, bază [ABC] şi B=S[ABC] este 
1( )
3

v P B I= ⋅ .
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Demonstraţie. Se completează piramida P la prisma P’=[ABCA’VC’] 
construind A’, C’ în acelaşi semispaţiu cu V faţă de planul (ABC) şi astfel 

încât ' ', ( ') ( ) ( ')AA BV CC AA BV CC≡ ≡ . Prisma P’ se descompune în 
tetraedrele: [VABC], [CA’VC’], [ACVA’]. Tetraedrele [VABC] şi [CA’VC’] 
au baze congruente şi înălţimi egale deci au acelaşi volum; la fel tetraedrele 
[CAVB]=[VABC] şi [CVAA’]=[ACVA’] au bazele[AVB]=[VAA’] şi deoarece 

au vârful comun C au şi aceeaşi înălţime; deci ( ') 3 ( )v P B I v P= ⋅ = adică 
1( )
3

v P B I= ⋅ .
5. Consecinţă. Volumul piramidei P=[VA1A2…An] este 

1.
3

vol piramidei B I= ⋅ , unde B=S[A1A2…An] iar I este înălţimea 
piramidei.

Demonstraţie. Cum orice suprafaţă poate fi descompusă în supra‑
feţe triunghiulare descompunem supafaţa A1A2…An în suprafeţe 
triunghiulare S1, S2,…,Sk. Implicit piramida P se poate descompune în 
piramide triunghiulare cu interioare disjuncte şi cu aceiaşi înălţime. Deci 

1 21 2
1 2

( ... )( ... ) ...
3 3 3 3 3

k k
n

S I S S S IS I S I B Iv VA A A + + + ⋅
= + + + = = .

6. Teoremă. Volumul trunchiului de piramidă ' ' '
1 2 1 2[ ... ... ]n nT A A A A A A=

este 1. . ( )
3

vol tr piramida I B b B b= ⋅ + + ⋅ , unde I este înălţimea trunchiu‑

lui de piramidă, iar 1 2[ ... ]nB S A A A= iar ' ' '
1 2[ ... ]nb S A A A= .
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Demonstaţie. Fie V vârful piramidei P=[VA1A2…An] din care s-a obţinut 
trunchiul T şi piramida 

P’=[ ' ' '
1 2... nVA A A ], x fiind înălţimea piramidei P’. Atunci 'P T P= ∪  

şi ( ) ( ) ( ')v T v P v P= − . Dar 
21 1( ) ( ), ( ')  ; 

3 3
b xv P B I x V P B x
B x I

 = + = ⋅ =  + 

de unde rezultă că (I b B bx
B b
+ ⋅

=
−

. Înlocuind expresia lui x se obţine: 
1 1 1 1( ) ( ) [ ( )] [ ( )] ( )
3 3 3 3

v T BI Bx bx BI x B b BI I b Bb I B b Bb= + − = + − = + + = + +

În continuare plecând de la volumul tetraedrului vom deduce valorile 
funcţiei volum pentru anumite poliedre. 

Presupunem cunoscut volumul tetraedrului .
3

B Ivol tetraedru ⋅
= , unde 

B este aria bazei iar I este înălţimea tetraedrului.
1. Teoremă. Fie P o prismă triunghiulară cu aria bazei B şi de înălţime 

I; atunci .vol prismei B I= ⋅ .
Demonstraţie. Se descompune prisma P în trei tetraedre cu acelaşi 

volum: [A’ABC], [B’ABC], [CA’B’C’]

Consecinţă. Fie P o prismă oarecare cu aria bazei B şi de înălţime I; 

atunci .vol prismei B I= ⋅ .
Demonstraţie. Se bazează pe faptul că orice suprafaţă se poate des‑

compune în suprafeţe triunghiulare, deci şi o prismă oarecare se poate 
descompune în prisme triunghiulare cu interioare disjuncte.
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Cunoscându-se volumul prismei oarecare se deduce imediat volumul 

paralelipipedului dreptunghic P de dimensiuni a, b, c: ( )v P a b c= ⋅ ⋅ .
Cunoscându-se volumul paralelipipedului se deduce volumul cubu‑

lui de latură a: 3.vol cub a= , cubul fiind un paralelipiped dreptunghic cu 
dimensiunile egale.
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