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ABSTRACT: This article presents Banach’s Fixed Point Theorem (also
known as the contraction mapping theorem or contraction mapping
principle) is an important tool in the theory of metric spaces; it guaran-
tees the existence and uniqueness of fixed points of certain self-maps of
metric spaces, and provides a constructive method to find those fixed
points.
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Teorema de punct fix a lui Banach, cunoscutad si sub denumirea de prin-
cipiul contractiilor, este un instrument important in teoria spatiilor metrice;

ea garanteaza existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor de forma f(x) = x

f(x) = x, pentru o clasa largi de aplicatii f, si furnizeazi totodatd o metodd
constructivd de determinare a acestor solutii. Teorema a fost formulata
si demonstratd, in 1922, de fondatorul analizei functionale, Stefan Banach
(1892-1945), si reprezintd o abstractizare a metodei aproximatiilor succesive,
metoda utilizata in mod empiric inca din antichitate pentru rezolvarea
ecuatiilor numerice, si, in cazul ecuatiilor diferentiale, introdusa de Joseph
Liouville in 1837 si dezvoltata sistematic de Emile Picard incepand cu anul
189o0.

Iatd, pentru inceput, cateva notiuni si rezultate de baza din teoria spa-
tiilor metrice.

Definitia 1. Numim spatiu metric o multime nevidd X dotatd cu o

metrica d, adicd cu o functie d: X x X = Rd:X x X — R care satisface
urmdtoarele axiome:

i) VikEXVyEXVxEXVYyEX d(x,y)==0
sid(x,y) =0 x =ydxy) =0 x =y
ii)) Ve X,WVyeXVxeX,VyEX d(x,y) =d(y.x);

1 Profesor de matematicd la Colegiul Tehnic ,Dimitrie Ghika”, Comadnesti, judetul
Bacau.
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iii))xeXVyeX,VzeXvxeXVyeX,Vz€X, d(x, z) ==d(x,
y) +d(yz).

Metrica d din definitia de mai sus mai este numita si distantd pe X, axi-
omele ei retinand proprietatile esentiale ale notiunii comune de distanta.
Pentru a desemna in acelasi timp si multimea suport si metrica conside-
ratd, vom folosi notatia (X, d).

Dintre spatiile metrice uzuale amintim doar urmatoarele: multimea

numerelor reale RR cu distanta obisnuita d (x,y) = |x —y|; multimea

numerelor complexe CCcud(z,w) = |z —w
euclidiana

; spatiile E™ B™ cu metrica

d(xy) =+ (t1— )% + (2 — ¥y2)? + -+ (xn — yu)?)

si spatiul Cpap] Cras) al functiilor continue x : [a, b] = B — R dotat cu
metrica convergentei uniforme

d(x,y) = refan®@®) = y(@ o glx@®) — (2]

Pentru orice punct x_al unui spatiu metric X definim sfera de raza r >
0 si centru x_prin

S(x,,r)={x€EX:d(x ,x) <r}.

Fie A =€ X. Punctul x €€ X este punct interior multimii A dacd existd
r > oastfel incat S (x ,r ) ©CA. Multimea punctelor interioare lui A for-
meazi interiorul lui A, notat cu A4. Punctul Xx, €€ X este punct aderent lui
A dacd, pentru oricer = 0,5(xp,7)N A = 0r > 0,5(xp7) N A = 0.
Multimea punctelor aderente lui A formeaza inchiderea lui A, notati A4
Un punct aderent lui A dar care nu este si punct interior lui A se numeste

punct de frontierd, multimea lor formand frontiera lui A, notata %2A. Auloc
egalitatile:

A =AA\AA = A nd nX\AX\A.

4 . ~
In cazul particular cand A este o sferd, avem:

j(xﬂ.lrﬂ} = S(XHJTH}J

.S'_.S'_(XO, r)={xeX:i€Xid(x ,x) ==r }
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d85(xy, o) = {xeX: d{xy, x) =ry}.

O submultime A ©C X se numeste deschisd dacd A = A, si se numeste

’inchisa daci A4= A. Se poate arita ci A este deschisi daci si numai daci
complementara sa, X \A, este inchisa.
Clasa submultimilor deschise defineste o topologie pe X, numita topo-

logia indusa de metricd. In aceasti topologie, V€ € X este o vecindtate a
punctului x €€ X dacd contine o sfera centrata in x . Prin definitie, un sir
(x,) din X este convergent la x * €€ X dacd in orice vecindtate V a lui x *
se gdsesc toti termenii sirului incepand de la un rang n, € M€ M incolo. in
acest caz x * se numeste limita sirului si notam lim,, ., xlim, . x, = x*.
Convergenta sirului de puncte (x ) in spatiul metric X este caracterizata de

sirul numeric al distantelor dintre termenii sirului si limita sa. Mai precis,
avem echivalenta

limn—ka:xr: =x" e limd{xw,x‘; =
M-

Un sir (x_) din X se numeste sir fundamental sau sir Cauchy daca pentru

orice & >0 existaunrang 1. € M n_ € M de la care incepand distanta dintre

oricare doi termeni ai sirului este mai micad decat . Pe scurt:
(xn) sir Cauchy < e>03n; € Narnznsimz2n: = d(xn,xn) <=

In orice spatiu metric, daca un sir este convergent este si fundamental,
dar reciproca nu este valabila in general. De exemplu, in multimea nume-
relor rationale dotata cu distanta obisnuitd, sirul

—yn_ 1
ﬁ _EFC:U“:”

este fundamental fara sd fie convergent.
Definitia 2. Numim spatiu metric complet un spatiu metric in care
orice sir Cauchy este convergent.

Toate exemplele de spatii metrice uzuale amintite mai sus, (RE, d),
(CC,d), (R*"E",d) si (C[as]C a1, d) sunt spatii metrice complete.

Fie (X.,d ) si (X ,d ) doua spatii metrice. O functie f: X —X este con-
tinud daca din x == x*in X rezultacaf (x ) =—=f (x*) inX.

Definitia 3. Functiaf : X ==X este lipschitziana cu constanta Lipschitz

L == o dacd pentru orice x siy din X are loc majorarea

dy(x,y) <Ldzx(x,y).
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O functie lipschitziand cu constanta Lipschitz L < 1 se numeste
contractie.

Orice functie lipschitziand este continud, reciproca nu are loc in
general.

Definitia 4. Fie f : X #— X o functie oarecare. Elementul x* € € X se
numeste punct fix al aplicatiei f daca satisface egalitatea

f(x") =x".

Pentru a usura intelegerea Teoremei de punct fix a lui Banach, vom
prezenta mai intdi metoda generala de rezolvare a ecuatiilor numerice
prin aproximatii succesive, asa cum apare ea pentru prima oara in scrie-
rile ramase de la Heron din Alexandria (circa 10 - 70 d.H.) si anume chiar
in Metrica, o culegere de formule si metode de calcul pentru lungimi, arii
si volume, multe dintre ele preluate de la babilonieni. Printre acestea, si
urmatoarea metoda de extragere a radacinei patrate, formulata, inexemplul
urmator, inlimbajul matematic actual.

Exemplul 1 (Heron). Ecuatia

x’=a

poate fi rezolvata (in multimea numerelor reale strict pozitive) astfel: o
scriem sub forma echivalenta

x = % [x + %),

si, pentru functia f : (o, +0az) == (0, +o0xc) datd de
fo=:(x+3)

calculam in mod recurent, pentrun = 0,1, 2, ..., aproximatiile

Ane1= f(xn}xn+1 = f(xnl

unde termenul initial x5 = 0xg = O este ales arbitrar (dar cu cat mai
aproape de v/a v/a, cu atit mai bine). Obtinem un sir convergent la un
numdir x * == o care verifici ecuatia x * = f (x*), adicix* = v'a+/a. Vom
opri calculul efectiv al aproximatiilor x cind observam cis-au ,stabilizat”
un numar suficient de zecimale.

Justificarea convergentei sirului x este relativ simpld, ea poate fi sta-
bilita prin studierea marginirii si a monotoniei sirului. Noi revenim la
principiul contractiilor:
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Teorema 1 (Banach). Fie (X, d ) un spatiu metric complet si f o contractie
pe X cu constanta Lipschitz q. Atunci f are un singur un punct fix x* in X. Mai

mult, pentru orice punct initial x, €€ X, sirul aproximatiilor succesive

{ ¥ EX
Hns

1 =i{xn:]rnEN-' I:?J

este convergent la punctul fix x* al lui f, viteza de convergentd fiind datd de
estimarea

d(zex) =Hlq® (3)

Demonstratie. Considerdm un punct x, €€ X fixat arbitrar si definim
sirul (x ) prin relatia (2). Vom ardta, pentru inceput, cd (x ) este un sir

Cauchy. Deoarece f este o contractie, avem, pentru orice n € lin € M,
d(xXp+1Xnsz) = f (X0, f (Xn+1)) = qd(xn,Xn41),
de unde rezulta

d(}‘:m Kn+1} = qn d(XD, H }J

pentru orice n € M.n € N. De aici obtinem imediat, pentru oricen,m € M

EMcun ==m,

) - . —1 i . Gixgx;
A xm) = T A xie0) = dlxo,x) T30 g = S22 (4)

Am folosit majorarea data de suma seriei geometrice

m-n-1 20

q‘£Z¢*=—1 :
l-q

i=0 =0

care este convergentd deoarece constanta Lipschitz g este in intervalul [o,1).
. diixoXa )
lim, , ——q" = NIV
T 1-q rezulta cd exista
d(xX;) q =
unn; € M n; € N astfel incitn = n.n = nimplica -9 . Din (4)

Fie ££ > o fixat arbitrar. Deoarece

urmeaza ca, pentru oricen = n.n = n.sim = n;m = n, avemd (x ,Xx, )
< ££, sideci (x ) este sir Cauchy. Spatiul metric X fiind complet, rezulta ca

(x ) este convergent, adica exista x* €€ X astfel incat

lm x, = x*.
A3
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In sfarsit, deoarece f este o contractie, este continud, si trecand la
limitd in relatia de recurenta (2), obtinem egalitatile

x* = i ey = lim fen) = f(limen) = £(x°),

care aratd ca x * este punct fix pentru f.

Pentru a demonstra unicitatea punctului fix, fie x** EEX, cu x* ##
x**, un alt punct fix al lui f. Atuncid (x*,x**) > osiobtinem imediat ca

d(x*x%%) =d(f(e) f(e%)  qd(x*.x%*) < d(x*.x%%),
de unde rezulta o contradictie.

Estimarea (3) se obtine din (4) prin trecere la limita cu m— «x— o, O

Observatia 1. Pentru sirul aproximatilor succesive sunt valabile
egalitatile:

1y = flxg), x5 = f{f(xu}} =(fofd(xy), x3 =f (f{f(xujjj =

(fofof)(xo)

s.a.m.d. Definim sirul iteratelor functiei f ca fiind

for =fofo---o f(denori),

si avem
— §oil _ gonl
Xn= f (x[!l}xn =f (x[!'}a
pentru orice n == 1, adicd x_este sirul valorilor in x_ale iteratelor functiei.

Exemplul 2. Definim f: CC — C— Cprin
f(z) =az+1,

unde

Q w . o« T
a= —(cns— +i sm—)_
10 7 7

Deoarece

9

[f(w) — f(v)] = lallu — vl iﬁlu—vL

pentru orice u si v din CC, f este o contractie. Unicul sdu punct fix este

. I

. .. . -
solutia ecuatieiz = az + iz = az + i, adica 1-a

Gdsirea unei contractii potrivite pentru rezolvarea unei anumite
ecuatii este, in general, o chestiune dificila, de multe ori urmatoarea
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variantd locald este salvatoare: daca stim ca o aplicatie f : X =— X are un
punct fix x* undeva in spatiul metric complet (X, d), si daca reusim sa

aratdm ca exista r, > o si q €€[0,1) astfel incat
d(f (x).f (3)) = qd(xy),

pentru orice x si y din S_S_(X*,TO) , atunci rezultd imediat cd f este o

contractie pe X =55(x*,r ) si, prin urmare, pentru orice x _suficient de
0 0 o

aproape de x * (adica x EEX ) sirul valorilor in x  ale iteratelor lui f este

convergent la x*.

In cazurile numerice X = BR sau X = CT avem chiar un rezultat mai
precis:

Teorema 2. Fie functia f : RR == RR (sau f : CC —=— CC) derivabild
cu derivata continud si fie x * € RE R (respectivx* € CE ©T) un punct fix al
sdu. Dacad

-
. . g, —X |=T
atunci existd r > o astfel incdt, pentru orice x cu l |= 1o avem
[ 0

Lm fo=(x,} =x".

A—o

Demonstratie. Fixdm o constantd ¢q astfel incat |7 ()|
|f'(x*}|< q < 1. Din continuitatea derivatei in x*, rezultd
ca exista r > o astfel incat |f(x}| <i|f{x}| =q pentru orice
x din SS(x*,r ,)- Din teorema cresterilor finite urmeaza ca
lF) — £&)| < alx— yllf@)— £@)| < qlx— v| pentru orice x
siy din §5(x*, r,), si aplicdm in continuare varianta locald a principiu-
lui contractiilor. O

In cazul unei contractii f : X ==X, spunem ci punctul siu fix, x * E€
X, este un atractor global, deoarece are proprietatea cd pentru orice x EEX
sirul iteratelor (f ®*(x )) converge la x*. Se mai spune ca x * este atractorul
contractiei f.

In cazul Teoremei 2 spunem ci punctul fix x* este un atractor local,

. ron . . < .
deoarece convergenta lui (f(x_)) la x” este asigurata numai pentru x_
dintr-o vecinatate a punctului fix. Tot in cazul functiilor numerice, un

punct fix x* este numit repulsor daca |f(x*}| > 1|f(x*]l| > 1 si neutru
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daca |_f(x*‘}| = 1|f'(x*}| =1. In cazul cAnd x* este repulsor se poate
ardta cd pentru orice x ## x* dar suficient de apropriat de acesta,
d(x, x%) < d(f(x), x*,d(x, x*) < d(f(x), x*,si, prin urmare, un sir de ite-
rate X, =%, =f(x_) poate sa convearga la x* numaidacd x, =x, =
x* de la un loc incolo.

Observatia 2. Din definitia derivatei rezultd imediat cd, dacd o functie

lipschitiand definitd pe RR sau CC este derivabild, atunci derivata sa este
marginitd in modul de constanta Lipschitz a functiei. Reludnd Exemplul

1, constatam ca functia f data de (1) nu este o contractie pe X=(0,+0),
deoarece derivata sa

Fo=5(1-=)

este nemadrginitd pentru x —+ 0x — 0. Totusi deoarece in punctul fix x* =
Vaya avem f'(va ) = 0f (va ) = 0, Teorema 2 este aplicabila si justifi-
cam foarte usor convergenta metodei lui Heron, dar numai pentru datele

initiale X, ~suficient de apropiate” de Vaa.
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